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แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 11 

รายวิชาคณิตศาสตร์เพิ่มเติม รหัสวิชา ค32201                          ภาคเรียนที่ 1 
หน่วยการเรียนรู้เร่ือง ฟังก์ชันตรีโกณมิติ                    ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 
สาระการเรียนรู้ เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ                    เวลา 3 ชั่วโมง 
 
1.  ผลการเรียนรู้ 
 แก้สมการตรีโกณมิติและนำไปใช้ในการแก้ปัญหา 
  
2. สาระการเรียนรู้   
 เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ 
 
3. สาระสำคัญ/ความคิดรวบยอด 
 
 การพิสูจน์เอกลักษณ์เป็นการแสดงให้เห็นว่าจำนวนท้ังสองข้างของเครื่องหมายเท่ากับของ 
             สมการเท่ากันจริง โดยใช้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 การแก้สมการตรีโกณมิติทำได้ทำนองเดียวกันกับการแก้สมการท่ัวไป โดยอาศัยความรู้ 
 เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 
4. จุดประสงค์การเรียนรู้ 
 4.1  ด้านความรู้ นักเรียนสามารถ 
 4.1.1 พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
 4.2 ด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  นักเรียนสามารถ 
 4.2.1 ใช้การแก้ปัญหาในการแก้สมการตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
 4.2.2   ใช้การส่ือสารและการส่ือความหมายทางคณิตศาสตร์นำเสนอการพิสูจน์
เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
 4.2.3 ใช้เหตุผลในการพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
 4.3 ด้านคุณลักษณะที่พึงประสงค ์ นักเรียนเป็นผู้ท่ี 
  4.3.1   ซื่อสัตย์สุจริต 
  4.3.2  มีวินัย 
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  4.3.3 ใฝ่เรียนรู้ 
  4.3.4 มุ่งมั่นในการทำงาน 

4.4 ด้านสมรรถนะสำคัญของนักเรียน  นักเรียนเป็นผู้ท่ี 
  4.4.1  ใช้การส่ือสารในการนำเสนอพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
  4.4.2 ใช้การคิดในแก้ปัญหาการแก้สมการตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 
  4.4.3  ใช้ทักษะชีวิตในการทำกิจกรรมกลุ่มร่วมกับสมาชิกได้  
 
5. เนื้อหา/สาระ 

เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ 
เอกลักษณ์ 
 พิจารณาสมการต่อไปนี้ 

 1
tancot


 =  เมื่อ  tan 0  , sin cos =  

จะเห็นว่า สมการท้ังสองเป็นสมการท่ีมีฟังก์ชันตรีโกณมิติปรากฏอยู่ เราเรียกสมการเช่นนี้ว่า สมการ

ตรีโกณมิติสมการ 1
tancot


 =  จะเป็นจริงสำหรับทุกค่าของ  ท่ีทำให้ค่าของฟังก์ชันท่ีปรากฏ

อยู่ในสมการนั้นได้ คือ ค่าของ cot , tan  และ 1
tan  เรียกสมการท่ีมีสมบัติเช่นสมการ 

1
tancot


 =  ว่า เอกลักษณ์ ส่วนสมการ sin cos=   จะเป็นจริงสำหรับบางค่าของ  ท่ีอยู่

ในโดเมนของฟังก์ชันท้ังสองนั้น ในเรื่องฟังก์ชันตรโีกณมิติท่ีผ่านมาได้มีการพิสูจน์เอกลักษณ์มาบ้าง
แล้ว เช่น เอกลักษณ์ต่อไปนี้ 
 

     2 2sin cos 1+ =   
     2 21 tan sec+ =   
     2 21 cot cosec+ =   
     ( )sin sin− = −   

     ( )cos cos− =   

     ( )sin sin cos cos sin     + = +  

     ( )
tan tan

1 tan tantan  
 

 
+

=
−

+  

     2 2cos2 cos sin= −    
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 การพิสูจน์เอกลักษณ์เป็นการแสดงให้เห็นว่าจำนวนท้ังสองข้างของเครื่องหมายเท่ากับของ
สมการเท่ากันจริง โดยใช้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ การพิสูจน์เอกลักษณ์จึงช่วยให้เห็น
ความสัมพันธ์ต่าง ๆ ระหว่างฟังก์ชันตรีโกณมิติและเอกลักษณ์ท่ีพิสูจน์แล้วสามารถนำไปอ้างอิงในการ
พิสูจน์เอกลักษณ์อื่น ๆ ได้ 
 

 ตัวอย่างที่ 1  จงพิสูจน์ว่า 
2 22cos sin 1

cos 3cos 


− + =  

 วิธีทำ  
( )2 22cos 1 cos 12 22cos sin 1

cos cos

 
 

 

− − +
− + =  

          
2 22cos 1 cos 1

cos
 


− + +=  

          
23cos

cos



=   

          cos=       
 

 ตัวอย่างที่ 2 จงพิสูจน์ว่า cos 1 sin
1 sin cos

 
 

+
−

=  

 วิธีทำ  cos cos 1 sin
1 sin 1 sin 1 sin

  
  

+
− − +

=  

    ( )
( )( )

cos 1 sin
1 sin 1 sin

 

 

+

− +
=   

    ( )cos 1 sin
21 sin

 



+

−
=  

    ( )cos 1 sin
2cos

 



+
=  

    1 sin
cos




+=        

 

 ตัวอย่างที่ 3 จงพิสูจน์ว่า sin2
1 cos2 tan




+
=  

 วิธีทำ  
( )

sin2 2sin cos
1 cos2 21 2cos 1

  
 +

+ −
=  

       2sin cos
22cos

 


=  

       sin
cos



=  

       tan=        
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 ตัวอย่างที่ 4 จงพิสูจน์ว่า 2cosec cot cot + =  

 วิธีทำ  cos1
sin sincosec cot 
 

 + = +  

        1 cos
sin




+=  

        
( )

( )
1 cos2 2

sin2 2





+
=  

        
( )21 2cos 12

2cos sin2 2



 

+ −
=  

        
22cos 2

2cos sin2 2



 
=  

        
cos 2
sin 2




=  

        2cot=       

 

 ตัวอย่างที่ 5 จงพิสูจน์ว่า 1 sin cos2
cos sin2 tan 
 

+ −
+

=  

 วิธีทำ  
( )
( )

21 sin 1 2sin
1 sin cos2

cos sin2 cos 2sin cos

 
 
    

+ − −
+ −

+ +
=  

      
( )

2sin 2 sin
cos 2sin cos

 
  

+=
+

 

      ( )
( )

sin 1 2sin
cos 1 2sin
 

 

+

+
=  

      sin
cos



=  

      tan=       
 
 ตัวอย่างที่ 6 กำหนด    =+ +   
   จงพิสูจน์ว่า sin sin cos cos sin    − =  
 วิธีทำ  จาก    =+ +  จะได้    = −+  

   จะได้        ( ) ( )sin sin   + = −  
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    sin cos cos sin sin    =+  
                      cos sin sin sin cos    = −  
   ดังนั้น sin sin cos cos sin    − =     
 
สมการตรีโกณมิติ 
 การแก้สมการตรีโกณมิติทำได้ทำนองเดียวกันกับการแก้สมการท่ัวไป เช่น สมการเอกซ์
โพเนนเชียลหรือสมการลอการิทึม โดยอาศัยความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ เพื่อหาคำตอบของ
สมการ 
 เนื่องจากฟังก์ชันตรีโกณมิติไม่เป็นฟงัก์ชัน 1 – 1 ค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติของจำนวนจริง
หรือมุมใด ๆ อาจซ้ำกันได้ ดังนั้น ในการหาคำตอบของสมการ ถ้าโจทย์ไม่ได้กำหนดให้คำตอบอยู่
ในช่วงใดช่วงหนึ่งแล้ว คำตอบควรจะอยู่ในรูปของค่าท่ัวไป 

 ตัวอย่างที่ 7  จงหาเซตคำตอบของสมการ 1
2 2cos x , 0 x  =  

 วิธีทำ  เนื่องจากค่าของ x ในช่วง ( )20,  ท่ีทำให้ 1
2cos x =  คือ  

   3
  เพียงค่าเดียว 

   ดังนั้น เซตคำตอบ คือ  3
       

 

 ตัวอย่างที่ 8 จงแก้สมการ 1
2sin =  

 วิธีทำ  ค่าของ  ในช่วง  0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 6

  และ 5
6
  

   เนื่องจาก ( ) 1
6 6 2sin 2n sin  + = =  เมื่อ n  

   และ ( ) 5 1
6 6 2sin 2n sin  + = = เมื่อ n  

   ดังนั้น ค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 62n  +   

   และ 5
62n  + เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม     

  
 ตัวอย่างที่ 9 จงแก้สมการ tan 1 =  
 วิธีทำ  จาก tan 1 =  

   จะได้ sin
cos 1

=  

    sin cos =  
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   จากรูป ถ้า sin cos =  แสดงว่าจุด 1P  และ 2P  มีพิกัดแรกและ 
   พิกัดท่ีสองเท่ากัน 

   นั่นคือ 4x =  และ 5
4x =       

   ดังนั้น ค่าค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 42n  +   

   และ 5
42n  +  เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม     

 ตัวอย่างที่ 10  จงแก้สมการ 22sin 3cos 3 0+ − =   เมื่อ 0 360   

 วิธีทำ    22sin 3cos 3 0+ − =   

     ( )22 1 cos 3cos 3 0− + − =   

        22 2cos 3cos 3 0− + − =   
     22cos 3cos 1 0+ = −   
          ( )( )2cos 1 cos 1 0− = −   

   นั่นคือ 1
2cos =  หรือ cos 1 =  

   ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ 1
2cos =  คือ 60   

   และ 300  

   และ ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ cos 1 =  คือ 0   

   และ 360  

   ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้สมการเป็นจริง  

   คือ 0 ,60 ,300  และ 360       
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 ตัวอย่างที่ 11 จงแก้สมการ sin5 cos3 cos5 sin3 cos    − =   

   เมื่อ 0 360   

 วิธีทำ  จาก ( )sin sin cos cos sin− =  −    

   จะได้ ( )sin5 cos3 cos5 sin3 sin 5 3− = −       

                sin2=   
   จาก sin5 cos3 cos5 sin3 cos    − =  
   จะได้                       sin2 cos =  

        2sin cos cos  =  
      2sin cos cos 0  − =   
         ( )cos 2sin 1 0− =   

   นั่นคือ cos 0 =   หรือ 1
2sin =  

   ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ cos 0=  คือ 90   

   และ 270  

   และ ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 30   

   และ 150  

   ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้สมการเป็นจริง  

   คือ 30 ,90 ,150  และ 270       
 

6. การวัดและการประเมินผล  
 

จุดประสงค์การเรียนรู้ วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์การผ่าน 
ด้านความรู้ 
1) พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้  

 
ตรวจแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 

 
- แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 
- แบบบันทึก
ประเมินผลด้าน
ความรู้ 
 

 
ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อยู่ในระดับดี
ข้ึนไป 
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จุดประสงค์การเรียนรู้ วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์การผ่าน 
ด้านทักษะและกระบวนการทาง
คณิตศาสตร์ 
1) ใช้การแก้ปัญหาในการแก้สมการ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 
  

 
 
ตรวจแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3 

 
 
- แบบฝึกหัดที่ 8 
“ฟังก์ชันผกผันของ
ฟังก์ชันตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 (ข้อ 10) - ข้อ 
17)) 
- แบบบันทึกประเมิน
ทักษะและ
กระบวนการทาง
คณิตศาสตร ์

 
 
นักเรียนใช้การ
แก้ปัญหาโจทย์ใน
การหาค่าของฟังก์ชัน
ผกผันชองฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 

2) ใช้การสื่อสารและการสื่อ
ความหมายทางคณิตศาสตร์นำเสนอ
การพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้ 

ตรวจแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 

- แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ข้อ 1 
- แบบบันทึกประเมิน
ทักษะและ
กระบวนการทาง
คณิตศาสตร ์

นักเรียนใช้ภาษาและ
สัญลักษณ์ทาง
คณิตศาสตร์ในการ
สื่อสาร การสื่อ
ความหมาย และการ
นำเสนอการพิสูจน์
เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 

3) ใช้เหตุผลในการพิสูจน์เอกลักษณ์
ของตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 

ตรวจแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 

- แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ข้อ 1 
- แบบบันทึกประเมิน
ทักษะและ
กระบวนการทาง
คณิตศาสตร ์

นักเรียนใช้เหตุผลใน
การพิสูจน์เอกลักษณ์
ของตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 

ด้านคุณลักษณะอันพึงประสงค์ 
1) ซื่อสัตย์สุจริต 
 
 
 

 
ตรวจการทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
 

 
- แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และสมการ
ตรีโกณมิติ” 
- แบบบันทึกประเมินผล
ด้านคุณลักษณะที่พึง
ประสงค ์

 
นักเรียนมีความ
ซื่อสัตย์สุจริต อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 
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จุดประสงค์การเรียนรู้ วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์การผ่าน 
2) มีวินัย บันทึกการแต่งกาย - แบบบันทึก 

การแต่งกาย 
- แบบบันทึก
ประเมินผลด้าน
คุณลักษณะที่พึง
ประสงค ์

นักเรียนมีวินัย อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 

3) ใฝ่เรียนรู้ 
 
 

บันทึกการเข้าเรียน 
 
 

- แบบบันทึก 
การเข้าเรียน 
- แบบบันทึก
ประเมินผลด้าน
คุณลักษณะที่พึง
ประสงค ์

นักเรียนใฝ่เรียนรู้อยู่
ในระดับดีข้ึนไป 
 

4) มุ่งมั่นในการทำงาน 
 

- การส่งแบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 

- แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
- แบบบันทึก
ประเมินผลด้าน
คุณลักษณะที่พึง
ประสงค ์

นักเรียนมุ่งมั่นในการ
ทำงานอยู่ในระดับดี
ข้ึนไป 

ด้านสมรรถนะสำคัญของนักเรียน 
1) ใช้การสื่อสารในการนำเสนอ
พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้ 
  
    

 
ตรวจใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 

 
- ใบงาน “เอกลักษณ์
และสมการ
ตรีโกณมิติ” 
- แบบบันทึกประเมิน
ด้านสมรรถนะสำคัญ
ของผู้เรียน 

 
นักเรียนใช้การ
สื่อสารในการ
นำเสนอพิสูจน์
เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 

2) ใช้การคิดในแก้ปัญหาการแก้
สมการตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 

ตรวจใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 

- ใบงาน 
““เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
- แบบบันทึกประเมิน
ด้านสมรรถนะสำคัญ
ของผู้เรียน 
 

นักเรียนใช้การคิดใน
แก้ปัญหาการแก้
สมการตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้อยู่ใน
ระดับดีข้ึนไป 



66 
 

จุดประสงค์การเรียนรู้ วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์การผ่าน 
 3) ใช้ทักษะชีวิตในการทำกิจกรรม
กลุ่มร่วมกับสมาชิกได้ 

ตรวจการทำงานกลุ่ม - แบบบันทึก
ประเมินผลด้าน
สมรรถนะสำคัญของ
ผู้เรียน 

นักเรียนใช้ทักษะชีวิต
ในการทำกิจกรรม
กลุ่มร่วมกับสมาชิกได้
อยู่ในระดับดีข้ึนไป 

 
7. การจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
  ชั่วโมงที่ 1 
  ขั้นเตรียม 

 7.1   ครูจัดกลุ่มให้นักเรียนกลุ่มละ 4 คนโดยมีนักเรียนเก่ง 1 คน ปานกลาง 2 คน และอ่อน 
1 คน เพื่อให้นักเรียนได้ช่วยเหลือกัน  

 7.2 ครูทบทวนเรื่อง “ฟังก์ชันตรีโกณมิติ” โดยการสนทนาถามตอบกับนักเรียนและใช้ ส่ือ
โปรแกรม The Geometer’s Sketchpad เรื่อง “ฟังก์ชันตรีโกณิติอื ่น ๆ” หน้าที่ 1 และหน้าที่ 2 
ประกอบ ดังรูป  
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ขั้นสอนและอธบิายทฤษฎ ี   
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 7.3 ครูใหน้ักเรียนศึกษายกตัวอย่างท่ี 1 ถึง ตัวอย่างท่ี 6 จากใบความรู้ “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” เรื่อง เอกลักษณ์ แล้วสุ่มให้นักเรียนอธิบายตัวอย่างท่ี 1 ถึง ตัวอย่างท่ี 6 
ตามลำดับ ครูและเพื่อนคนอื่น ๆ ในช้ันเรียนร่วมกับอธิบายเพิ่มเติม โดยการสนทนาถามตอบระหว่าง
ครูกับนักเรียน 
 
 ชั่วโมงที่ 2 
 7.4 ครูให้ศึกษายกตัวอย่างท่ี 7 ถึง ตัวอย่างท่ี 11 จากใบความรู้ “เอกลักษณ์และสมการ
ตรีโกณมิติ” เรื่อง สมการตรีโกณมิติ แล้วสุ่มให้นักเรียนอธิบายตัวอย่างท่ี 7 ถึง ตัวอย่างท่ี 11 
ตามลำดับ ครูและเพื่อนคนอื่น ๆ ในช้ันเรียนร่วมกับอธิบายเพิ่มเติมโดยการสนทนาถามตอบระหว่าง
ครูกับนักเรียน 
 7.5 ครูอธิบายเพิ่มเติมการพิสูจน์เอกลักษณ์นักเรียนต้องมีหลักการดังนี ้
  - เอกลักษณ์เป็นสมการท่ีเป็นจริงเสมอ 
  - เอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีสำคัญท่ีเราควรรู้จักและทำความเข้าใจเพื่อ
นำไปใช้ประโยชน์ในการพิสูจน์เอกลักษณ์อื่น ๆ คือเอกลักษณ์จากวงกลมหนึ่งหน่วย  
  - การพิสูจน์เอกลักษณ์ คือ การพิสูจน์ให้เห็นจริงว่า พจน์ด้านซ้ายมือและพจน์ด้าน 
ขวามือของเครื่องหมายเท่ากับ เท่ากันเสมอทุก ๆ ค่าของตัวแปร 
 7.6 ครูอธิบายเพิ่มเติมการแก้สมการตรีโกณิมิติ นักเรียนต้องมีหลักการดังนี ้
  - นักเรียนต้องใช้ความรู้ในเรื่องการแยกตัวประกอบของพหุนามและการแก้สมการ 
พหุนาม มาช่วยแก้สมการโดยการเปล่ียนรูปแบบของโจทย์ท่ีกำหนดให้ ให้อยู่ผลคูณของตัวประกอบ
ของอัตราส่วนตรีโกณมิติ 
  - ใช้การแก้สมการของพหุนาม ในการหาคำตอบร่วมกับ ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ เพื่อระบุขนาดของมุมหรือจำนวนจริงท่ีมีค่าเท่ากับคำตอบของสมการ 
 
 ชั่วโมงที่ 3 
 ขั้นกิจกรรมกลุ่มและใช้ทฤษฎี หลักการ 
 7.7 ให้นักเรียนแต่ละกลุ่มระดมความคิดทำใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” โดย
นำความรู้ท่ีได้ศึกษาจากใบความรู้ “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” ในช่ัวโมงท่ี 1 และ 2 ประกอบ
ครูคอยสังเกตและแนะนำเพิ่มเติม 
 7.8 ครูสุ่มให้นักเรียนแต่ละกลุ่มเฉลยคำตอบในใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” 
โดยครูสนทนาถามตอบกับนักเรียน นักเรียนคนอื่น ๆ ร่วมตอบคำถามเพิ่มเติม  หน้าชั้นเรียน ครู
อธิบายและนักเรียนคนอื่น ๆ ร่วมอธิบายเพิ่มเติม 
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 ขั้นตรวจสอบและสรุป 
 7.9 จากการทำใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตร ีโกณมิ ติ” และศึกษาใบความรู้  
“เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” ให้นักเรียนสรุปหลักการพิสูจน์เอกลักษณ์และการแก้สมการ
ตรีโกณมิติ ลงในสมุดหรือกระดาษ A4 เพื่อนำไปใช้ต่อไป 
 

 ขั้นฝึกปฏิบัติและประเมินผล 
 7.10  มอบหมายให้นักเรียนทำแบบฝึกหัดท่ี 9 “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” เป็น
การบ้าน  
 

8. สื่อ/แหล่งการเรียนรู้ 
 

สื่อเอกสาร สื่อวัสดุ/สื่อเทคโนโลย ี แหล่งการเรียนรู ้ สื่ออื่น  ๆ 
- ใบความรู้ “เอกลักษณ์และสมการ
ตรีโกณมิติ” 
- ใบงาน “เอกลักษณ์และสมการ
ตรีโกณมิติ” 
- แบบฝึกหัดที่ 9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 

สื่อโปรแกรม The 
Geometer’s Sketchpad 
เรื่อง “ฟังก์ชันตรีโกณิติอื่น ๆ” 

- - 

 
 

9. บันทึกหลังการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
 

  9.1 สรุปผลการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
 

จุดประสงค์การเรียนรู้ 
นักเรียนที่ผ่าน นักเรียนที่ไม่ผ่าน 

จำนวน
(คน) 

ร้อยละ 
จำนวน
(คน) 

ร้อยละ 

ด้านความรู้ 
1) พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 

    

ด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ 
1) ใช้การแก้ปัญหาในการแก้สมการตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

 
 
 

   

2) ใช้การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์
นำเสนอการพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 

  
 

  

3) ใช้เหตุผลในการพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้ 
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จุดประสงค์การเรียนรู้ 
นักเรียนที่ผ่าน นักเรียนที่ไม่ผ่าน 

จำนวน
(คน) 

ร้อยละ 
จำนวน
(คน) 

ร้อยละ 

ด้านคุณลักษณะที่พึงประสงค์  
1) ซื่อสัตย์สุจริต 

    

2) มีวินัย     
3) ใฝ่เรียนรู้     
4) มุ่งมั่นในการทำงาน     
ด้านสมรรถนะสำคัญของนักเรียน 
1) ใช้การคิดในแก้ปัญหาการแก้สมการตรีโกณมิติที่
กำหนดให้ได้ 

    

2) ใช้การสื่อสารในการนำเสนอพิสูจน์เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้ได้ 

    

3) ใช้ทักษะชีวิตในการทำกิจกรรมกลุ่มร่วมกับสมาชิกได้     
 

  
 9.2 ปัญหา/อุปสรรค 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 9.3  แนวทางแก้ไข 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 
         

 ลงช่ือ................................................ผู้สอน 
                   (นายอนิรุทธิ์  ลิพอนพล) 
                   ตำแหน่ง ครู วิทยฐานะครูชำนาญการพิเศษ 
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10 . ความคิดเห็นของฝ่ายบริหาร 
  10.1 ความคิดเห็นของหัวหน้ากลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
         

 ลงช่ือ.......................................................... 
          (นางสาวสุชาดา   อินนุรักษ์) 

                      ตำแหน่งครู  
          ปฏิบัติหน้าท่ี หัวหน้ากลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 
 
 

  10.2 ความคิดเห็นของหัวหน้ากลุ่มบริหารงานวิชาการ 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
         

 ลงช่ือ.......................................................... 
            (นางศศิมา ทิพย์สวัสด์ิ) 

     ตำแหน่ง ครู วิทยฐานะครูชำนาญการพิเศษ 
    ปฏิบัติหน้าท่ี หัวหน้ากลุ่มบริหารงานวิชาการ 

 
 

  10.3 ความคิดเห็นของรองผู้อำนวยการกลุ่มบริหารงานวิชาการ 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
         

 ลงช่ือ.......................................................... 
              (นายเจษฎา ศรีวิเศษ) 

        รองผู้อำนวยการกลุ่มบริหารงานวิชาการ 
 

  10.4 ความคิดเห็นของผู้อำนวยการโรงเรียนทับปุดวิทยา 
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
         

 ลงช่ือ.......................................................... 
                       (นายดลยวัฒน์ สันติพิทักษ์) 
           ผู้อำนวยการโรงเรียนทับปุดวิทยา 
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ใบความรู้ “ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันตรีโกณมิติ” 
 

จุดประสงค์การเรียนรู้  
1) พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

2) ใช้การแก้ปัญหาในการแก้สมการตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ 
เอกลักษณ์ 
 พิจารณาสมการต่อไปนี้ 

 1
tancot


 =  เมื่อ  tan 0  , sin cos =  

จะเห็นว่า สมการท้ังสองเป็นสมการท่ีมีฟังก์ชันตรีโกณมิติปรากฏอยู่ เราเรียกสมการเช่นนี้ว่า สมการ

ตรีโกณมิติสมการ 1
tancot


 =  จะเป็นจริงสำหรับทุกค่าของ  ท่ีทำให้ค่าของฟังก์ชันท่ีปรากฏ

อยู่ในสมการนั้นได้ คือ ค่าของ cot , tan  และ 1
tan  เรียกสมการท่ีมีสมบัติเช่นสมการ 

1
tancot


 =  ว่า เอกลักษณ์ ส่วนสมการ sin cos=   จะเป็นจริงสำหรับบางค่าของ  ท่ีอยู่

ในโดเมนของฟังก์ชันท้ังสองนั้น ในเรื่องฟังก์ชันตรโีกณมิติท่ีผ่านมาได้มีการพิสูจน์เอกลักษณ์มาบ้าง
แล้ว เช่น เอกลักษณ์ต่อไปนี้ 
 

     2 2sin cos 1+ =   
     2 21 tan sec+ =   
     2 21 cot cosec+ =   
     ( )sin sin− = −   

     ( )cos cos− =   

     ( )sin sin cos cos sin     + = +  

     ( )
tan tan

1 tan tantan  
 

 
+

=
−

+  

     2 2cos2 cos sin= −    
 



72 
 

 การพิสูจน์เอกลักษณ์เป็นการแสดงให้เห็นว่าจำนวนท้ังสองข้างของเครื่องหมายเท่ากับของ
สมการเท่ากันจริง โดยใช้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ การพิสูจน์เอกลักษณ์จึงช่วยให้เห็น
ความสัมพันธ์ต่าง ๆ ระหว่างฟังก์ชันตรีโกณมิติและเอกลักษณ์ท่ีพิสูจน์แล้วสามารถนำไปอ้างอิงในการ
พิสูจน์เอกลักษณ์อื่น ๆ ได้ 

 ตัวอย่างที่ 1  จงพิสูจน์ว่า 
2 22cos sin 1

cos 3cos 


− + =  

 วิธีทำ  
( )2 22cos 1 cos 12 22cos sin 1

cos cos

 
 

 

− − +
− + =  

          
2 22cos 1 cos 1

cos
 


− + +=  

          
23cos

cos



=   

          cos=       
 

 ตัวอย่างที่ 2 จงพิสูจน์ว่า cos 1 sin
1 sin cos

 
 

+
−

=  

 วิธีทำ  cos cos 1 sin
1 sin 1 sin 1 sin

  
  

+
− − +

=  

    ( )
( )( )

cos 1 sin
1 sin 1 sin

 

 

+

− +
=   

    ( )cos 1 sin
21 sin

 



+

−
=  

    ( )cos 1 sin
2cos

 



+
=  

    1 sin
cos




+=        

 

 ตัวอย่างที่ 3 จงพิสูจน์ว่า sin2
1 cos2 tan




+
=  

 วิธีทำ  
( )

sin2 2sin cos
1 cos2 21 2cos 1

  
 +

+ −
=  

       2sin cos
22cos

 


=  

       sin
cos



=  

       tan=        
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 ตัวอย่างที่ 4 จงพิสูจน์ว่า 2cosec cot cot + =  

 วิธีทำ  cos1
sin sincosec cot 
 

 + = +  

        1 cos
sin




+=  

        
( )

( )
1 cos2 2

sin2 2





+
=  

        
( )21 2cos 12

2cos sin2 2



 

+ −
=  

        
22cos 2

2cos sin2 2



 
=  

        
cos 2
sin 2




=  

        2cot=       

 

 ตัวอย่างที่ 5 จงพิสูจน์ว่า 1 sin cos2
cos sin2 tan 
 

+ −
+

=  

 วิธีทำ  
( )
( )

21 sin 1 2sin
1 sin cos2

cos sin2 cos 2sin cos

 
 
    

+ − −
+ −

+ +
=  

      
( )

2sin 2 sin
cos 2sin cos

 
  

+=
+

 

      ( )
( )

sin 1 2sin
cos 1 2sin
 

 

+

+
=  

      sin
cos



=  

      tan=       
 
 ตัวอย่างที่ 6 กำหนด    =+ +   
   จงพิสูจน์ว่า sin sin cos cos sin    − =  
 วิธีทำ  จาก    =+ +  จะได้    = −+  

   จะได้        ( ) ( )sin sin   + = −  
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    sin cos cos sin sin    =+  
                      cos sin sin sin cos    = −  
   ดังนั้น sin sin cos cos sin    − =     
 
สมการตรีโกณมิติ 
 การแก้สมการตรีโกณมิติทำได้ทำนองเดียวกันกับการแก้สมการท่ัวไป เช่น สมการเอกซ์
โพเนนเชียลหรือสมการลอการิทึม โดยอาศัยความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันตรีโกณมิติ เพื่อหาคำตอบของ
สมการ 
 เนื่องจากฟังก์ชันตรีโกณมิติไม่เป็นฟงัก์ชัน 1 – 1 ค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติของจำนวนจริง
หรือมุมใด ๆ อาจซ้ำกันได้ ดังนั้น ในการหาคำตอบของสมการ ถ้าโจทย์ไม่ได้กำหนดให้คำตอบอยู่
ในช่วงใดช่วงหนึ่งแล้ว คำตอบควรจะอยู่ในรูปของค่าท่ัวไป 

 ตัวอย่างที่ 7  จงหาเซตคำตอบของสมการ 1
2 2cos x , 0 x  =  

 วิธีทำ  เนื่องจากค่าของ x ในช่วง ( )20,  ท่ีทำให้ 1
2cos x =  คือ  

   3
  เพียงค่าเดียว 

   ดังนั้น เซตคำตอบ คือ  3
       

 

 ตัวอย่างที่ 8 จงแก้สมการ 1
2sin =  

 วิธีทำ  ค่าของ  ในช่วง  0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 6

  และ 5
6
  

   เนื่องจาก ( ) 1
6 6 2sin 2n sin  + = =  เมื่อ n  

   และ ( ) 5 1
6 6 2sin 2n sin  + = = เมื่อ n  

   ดังนั้น ค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 62n  +   

   และ 5
62n  + เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม     

  
 ตัวอย่างที่ 9 จงแก้สมการ tan 1 =  
 วิธีทำ  จาก tan 1 =  

   จะได้ sin
cos 1

=  

    sin cos =  
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   จากรูป ถ้า sin cos =  แสดงว่าจุด 1P  และ 2P  มีพิกัดแรกและ 
   พิกัดท่ีสองเท่ากัน 

   นั่นคือ 4x =  และ 5
4x =       

   ดังนั้น ค่าค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 42n  +   

   และ 5
42n  +  เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม     

 ตัวอย่างที่ 10  จงแก้สมการ 22sin 3cos 3 0+ − =   เมื่อ 0 360   

 วิธีทำ    22sin 3cos 3 0+ − =   

     ( )22 1 cos 3cos 3 0− + − =   

        22 2cos 3cos 3 0− + − =   
     22cos 3cos 1 0+ = −   
          ( )( )2cos 1 cos 1 0− = −   

   นั่นคือ 1
2cos =  หรือ cos 1 =  

   ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ 1
2cos =  คือ 60   

   และ 300  

   และ ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ cos 1 =  คือ 0   

   และ 360  

   ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้สมการเป็นจริง  

   คือ 0 ,60 ,300  และ 360       
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 ตัวอย่างที่ 11 จงแก้สมการ sin5 cos3 cos5 sin3 cos    − =   

   เมื่อ 0 360   

 วิธีทำ  จาก ( )sin sin cos cos sin− =  −    

   จะได้ ( )sin5 cos3 cos5 sin3 sin 5 3− = −       

                sin2=   
   จาก sin5 cos3 cos5 sin3 cos    − =  
   จะได้                       sin2 cos =  

        2sin cos cos  =  
      2sin cos cos 0  − =   
         ( )cos 2sin 1 0− =   

   นั่นคือ cos 0 =   หรือ 1
2sin =  

   ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ cos 0=  คือ 90   

   และ 270  

   และ ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 30   

   และ 150  

   ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง 0 ,360 
 

 ท่ีทำให้สมการเป็นจริง  

   คือ 30 ,90 ,150  และ 270       
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ใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” 
จุดประสงค์การเรียนรู้  
ด้านสมรรถนะสำคัญของผู้เรียน 

1) ใช้การคิดในแก้ปัญหาการแก้สมการตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

2) ใช้การส่ือสารในการนำเสนอพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

คำช้ีแจง ให้นักเรียนแต่ละกลุ่มทำใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” ตามข้ันตอนต่อไปนี้ 
1. รับใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ”  

2. ให้นักเรียจับฉลากหมายเลขข้อท่ีได้รับมอบหมายกลุ่มละ 1 ข้อ 

3. ให้นักเรียนระดมความคิดในการแก้ปัญหาโจทย์โดยใช้ความรู้เรื่อง “เอกลักษณ์และ

สมการตรีโกณมิติ”  

4. นักเรียนแต่ละกลุ่มออกนำเสนอวิธีทำโจทย์ของกลุ่มและบันทึกแลกเปล่ียนเรียนรู้ลงใน

ใบงาน 

5. นักเรียนกลุ่มอื่น ๆ แสดงความคิดเห็นและตอบคำถามเพิ่มเติม 

 
ช่ือกลุ่ม..................................................................... 
สมาชิกในกลุ่ม 

1. ช่ือ.................................................นามสกุล......................................................เลขท่ี............... 

บทบาท  หัวหน้ากลุ่ม  รองหัวหน้ากลุ่ม  สมาชิก  เลขานุการ 
2. ช่ือ.................................................นามสกุล......................................................เลขท่ี............... 

บทบาท  หัวหน้ากลุ่ม  รองหัวหน้ากลุ่ม  สมาชิก  เลขานุการ 
3. ช่ือ.................................................นามสกุล......................................................เลขท่ี............... 

บทบาท  หัวหน้ากลุ่ม  รองหัวหน้ากลุ่ม  สมาชิก  เลขานุการ 
4. ช่ือ.................................................นามสกุล......................................................เลขท่ี............... 

บทบาท  หัวหน้ากลุ่ม  รองหัวหน้ากลุ่ม  สมาชิก  เลขานุการ 
 
ได้คะแนน................................คะแนน  เวลาในการทำใบงาน........................นาที 
ลำดับคะแนนของกลุ่ม..................................... 
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กลุ่มที่ 1 
โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า sin2A sin A
cos2A cos A 1 tanA+

+ + =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ์ 

 

 
 
 

ข้อที่ 2 
โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า cos A sin A
1 tan A 1 cot A sinA cosA− −+ = +  

วิธีทำ     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ์ 
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ข้อที่ 3 

โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า 1 sin A cosA
cos A 1 sin A 2sec A−

−+ =  

วิธีทำ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ์ 

 

 
 

 
ข้อที่ 4 

โจทย์ 
จงพิสูจน์ว่า cotA tanA 2cot2A− =  

วิธีทำ     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์
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ข้อที่ 5 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 2 2cos cos sin+ =    เมื่อ 0 2    
วิธีทำ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์

 

 

 
 

ข้อที่ 6 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 3sec cos 2 0 − =+  เมื่อ 0 2    
วิธีทำ     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์
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ข้อที่ 7 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 22cos 2cos2 1+ =   เมื่อ 0 360   
วิธีทำ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์

 
 

ข้อที่ 8 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 4cosec 4sin 2 2 cot− =    เมื่อ 0 360   
วิธีทำ     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์
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เฉลยใบงาน “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” 
 

กลุ่มที่ 1 
โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า sin2A sin A
cos2A cos A 1 tanA+

+ + =  
sin2A sin A 2sin A cos A sin A

cos2A cos A 1 22cos A 1 cos A 1
+ +=+ + − + +

 

                        ( )sin A 2cos A 1
22cos A cos A

+

+
=  

                        ( )
( )

sin A 2cos A 1
cos A 2cos A 1

+
+

=  

                        sin A
cos A=  

                        tanA=  
 
 
 

เอกลักษณ์ 

sin2 2sin cos  =  
2cos2 2cos 1 = −  

sin
costan 
 =   

 
 
 

ข้อที่ 2 
โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า cos A sinA
1 tanA 1 cot A sinA cosA+− − = +  

cos A sinA
1 tanA 1 cot A+
− −

 
cos A sin A

sin A cos A1 1cos A sin A
= +

− −
         

cos A sin A
cosA sin A sinA cos A

cos A sin A
= +− −  

2 2cos A sin A
cosA sin A sinA cos A= +− −  

2 2cos A sin A
cosA sin A cos A sinA= −− −  
( )( )cos A sinA cos A sinA

cosA sinA
− +

= −  

cosA sinA= +  
 
 
 

เอกลักษณ์ 
sin
costan 
 =  

cos
sincot 
 =  
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ข้อที่ 3 

โจทย์ 

จงพิสูจน์ว่า 1 sin A cosA
cos A 1 sin A 2sec A− + − =  

1 sinA cosA
cos A 1 sinA
− +

−
 

( )( )
( )

21 sinA 1 sinA cos A
cos A 1 sinA

− − +
−

=  

( )

2 21 2sin A sin A cos A
cos A 1 sin A

− + +
−

=  

( )
1 2sinA 1

cos A 1 sinA
− +=

−
 

( )
2 2sinA

cos A 1 sinA
−=
−

 

( )
( )

2 1 sin A
cos A 1 sin A

−
=

−
 

2
cos A=  

2secA=  
 
 

เอกลักษณ์ 
2 2sin cos 1 + =  

1
cossec  =  

 
 

 
ข้อที่ 4 

โจทย์ 
จงพิสูจน์ว่า cotA tanA 2cot2A− =  

cos A sin A
sin A cos Acot A tanA− = −  

                   
2 2cos A sin A

sin A cos A
−=  

                   
( )2 22 cos A sin A

2sin A cos A

−
=  

                   2cos2A
sin2A=  

                   2cot2A=  
 
 
 
 
 

เอกลักษณ ์
2 2cos2 cos sin  = −  

sin2 2sin cos  =  
cos
sincot 
 =  
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ข้อที่ 5 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 2 2cos cos sin+ =    เมื่อ 0 2    

จาก 2 2cos cos sin+ =    

จะได้ 2 2cos cos 1 cos+ = −    

 22cos cos 1 0+ − =   
( )( )2cos 1 cos 1 0− + =   

นั่นคือ 1
2cos =  และ cos 1= −  

ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 
1
2cos =  คือ 3

  และ 5
3
  

ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 
cos 1= −  คือ   

ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้

สมการเป็นจริง คือ 3
 ,   และ 5

3
  

เอกลักษณ ์
2 2sin cos 1 + =  

 

ข้อที่ 6 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 3sec cos 2 0 − =+  เมื่อ 0 2    
จาก 3sec cos 2 0 − + =  

จะได้ 1
cos3 cos 2 0


− + =  

     23 cos 2cos 0 − + =  

     2cos 2cos 3 0−  − =  
 ( )( )cos 3 cos 1 0− + =   
นั่นคือ cos 3=  และ cos 1= −  
เนื่องจาก 1 cos 1 −   ดังนั้นไม่มีค่า

ของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 
cos 3=  และ 

ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 
cos 1= −  คือ   

ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ที่ทำ
ให้สมการเป็นจริง คือ   

เอกลักษณ ์
1

cossec  =  
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ข้อที่ 7 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 22cos 2cos2 1+ =   เมื่อ 0 360   

จาก 22cos 2cos2 1+ =   

จะได้ ( )2 22cos 2 2cos 1 1+ − =   

             2 22cos 4cos 2 1+ − =   

                             26cos 3 0− =  

                                     1
2

2cos  =  

นั่นคือ 2
2cos =  และ 2

2cos −=  

ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 

2
2cos =  คือ 45  และ 315  

ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 

2
2cos −=  คือ 135  และ 225  

ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ที่ทำ

ให้สมการเป็นจริง คือ 45 , 135 , 225

และ 315  

เอกลักษณ์ 
2cos2 2cos 1 = −  
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ข้อที่ 8 
โจทย์ 

จงแก้สมการ 4cosec 4sin 2 2 cot− =    เมื่อ 0 360   

จาก   4cosec 4sin 2 2 cot− =    

จะได้     sin1
sin cos4 4sin 2 2 
 

− =  

                 24 4sin 2 2 cos− =   

       ( )24 4 1 cos 2 2 cos− − =   

          24 4 4cos 2 2 cos− − =   

   24cos 2 2 cos 0− =   
 ( )2cos 2cos 2 0− =   

นั่นคือ cos 0=  และ 2cos 2=  

ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 

cos 0=  คือ 90  และ 270  

ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 

2cos 2=  คือ 45  และ 315  

ดังนั ้น ค่าของ  ในช่วง )0 ,360


 ที ่ทำให้

สมการเป็นจริง คือ 45 , 90 , 270 และ 315  

เอกลักษณ์ 
1

sincosec  =  
cos
sincot 
 =  

2 2cos sin 1 + =  
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แบบฝึกหัดที่ 9 “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” 
จุดประสงค์การเรียนรู้  
ด้านความรู้ 

1) พิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

ด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ 
1) ใช้การแก้ปัญหาในการแก้สมการตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

2) ใช้การส่ือสารและการส่ือความหมายทางคณิตศาสตร์นำเสนอการพิสูจน์เอกลักษณ์ของ

ตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

3) ใช้เหตุผลในการพิสูจน์เอกลักษณ์ของตรีโกณมิติท่ีกำหนดให้ได้ 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
1.  จงพิสูจน์ว่า 

 1)  2 2 2 2sec cosec sec cosec   =+  

 2)  cos sin
sec cosec 1 
 

=+  

 3)  ( )2 2 2tan cot sec cosec+ = +     

 4)  ( )( ) 2sec 1 sec 1 tan− + =    

 5)  ( ) ( )2 2sin cos sin cos 2+ + =   −   

 6)  2 2 2 2sin cot tan cos 1    =+  

 7)  sec sin
cosec cos 2 tan 

 
=+  

 8)  
2cos

1 sin1 sin



+

− =  

 9) 1 tan cot 1
1 tan cot 1

 
 

+ +=
− −

 

 10) 2 2sin
2cos tan

sec cos sin sec 

 
   + + =  

 11) ( ) ( )cos 45 sin 45 0− − + =   

 12) sin2
1 cos2 tan


=

+
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 13) ( )
2

2 2sin cos 1 sin  − = −  

 14) 
33 tan tan

21 3 tan
tan3  


 −

−
=  

 15) ถ้า 4A B C + + =  จงพิสูจน์ว่า

tanA tanB tanC 1 tanA tanB tanA tanC tanBtanC tanA tanBtanC+ + = − − − +  
 
2. จงแก้สมการต่อไปนี้ เมื่อ 0 2    

 1) 22cos cos 0 + =   2) 22sin sin 1 0−  − =  

 3) sin cos 2+ =    4) tan sin tan 0  + =   

 5) 34sin sin 0 − =    6) cot 2sin cosec  + =  

 

3. จงหาเซตของสมการต่อไปนี้ เมื่อ 0 360   

 1) 2sin sin 0 + =    2) 23 tan 1 0 − =  

 3) 2 24 tan 3sec 0 − =   4) sin2 sin 0 + =  
 5) sec cos tan  = −   6) sin5 sin3 0 + =  
 
4. จงแก้สมการ 

 1) 24sin 1 =     2) 22cos 5sin 1 0 + + =  

 3) 2sec 2 tan 0 − =  
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เฉลยแบบฝึกหัดที่ 9 “เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ” 

1.   1)  2 2 1 1
2 2cos sin

sec cosec
 

 + = +  

    
2 2sin cos

2 2cos sin
 

 

+=  

    1
2 2cos sin 

=  

    1 1
2 2cos sin 

=   

    2 2sec cosec =       
 

 2)  cos sin cos sin
1 1sec cosec

cos sin

   
 

 

+ = +  

          2 2cos sin = +  

          1=         
     

 3)   ( ) ( )( )2tan cot tan cot tan cot+ = + +       

                       2 2tan 2 tan cot cot   = + +  
    2 2tan 2 cot = + +  

    ( ) ( )2 2tan 1 1 cot= + + +   

    2 2sec cosec = +       
 

 4)   ( )( ) 2sec 1 sec 1 sec sec sec 1− + = + − +      

                               2sec 1= −  
            2tan =       
 

 5)  ( ) ( )2 2sin cos sin cos+ +   −   

       2 2 2 2sin 2sin cos cos sin 2sin cos cos−       = + + ++  

  ( )2 22 sin cos= +   

  ( )2 1=  
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  2=           

 6)  
2 22 2 2 2 2 2cos sin
2 2sin cos

sin cot tan cos sin cos 

 
     + = +  

          2 2cos sin = +  
          1=        

 7)   
1

sec sin cos sin
1cosec cos cos

sin

   
  



+ = +  

          sin sin
cos cos
 
 

= +  

          tan tan = +  
          2 tan=         

 8)   
2 2cos 1 sin cos

1 sin 1 sin1   
 

+ −
+ +

− =  

      
( )21 sin 1 sin

1 sin

 



+ − −
=

+
 

   
2sin sin

1 sin
 


+
+

=  

   
( )sin 1 sin

1 sin
 


+

=
+

 

   sin=         
 

 9)     
sin11 tan cos

1 tan sin1 cos


 
 



+
+
− −

=  

         
cos sin

cos
cos sin

cos

 


 


+

−
=  

         cos sin
cos sin
 
 
+=
−

 

         
1 1cos sinsin sin
1 1cos sinsin sin

 
 

 
 

+

−
=  

        
cos 1sin
cos 1sin






+

−
=   
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        cot 1
cot 1


+=
−

        

 10) 2 21 1
cos cossec cos sin sec cos sin
 

     + + = + +   

          
2 21 cos sin
cos
 


+ +=  

            1 1
cos
+=  

          2
cos=  

          2sin
cos sin


 

=  

          2sin
coscos sin cos


 



=  

          2sin
2 sincos cos





=  

          2sin
2cos tan



 
=      

 

 11) ( ) ( )cos 45 sin 45− − +   

  ( ) ( )cos45 cos sin45 sin sin45 cos cos45 sin= + − +     

  cos45 cos sin45 sin sin45 cos cos45 sin−   = + −  

  2 2 2 2
2 2 2 2cos sin cos sin  −  = + −  

  0=           
 

 12)    sin2 2sin cos
21 cos2 1 2cos 1

  
 + + −
=  

   2sin cos
22cos

 


=  

   sin cos
2cos

 


=  

   sin
cos



=  

   tan=         
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 13)  ( ) ( )( )
2

2 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos     − = − −  

    2 2
2 2 2 2sin 2sin cos cos   = − +  

    2 21 2sin cos = −  

    ( )21 sin 2 = −   

    1 sin= −        
 

 14)  ( )tan3 tan 2  = +  

   tan2 tan
1 tan2 tan

 
 
+=

−
 

 

   

2 tan tan21 tan
2 tan1 tan21 tan

 

 


+
−

− 
−

=  

 

   

( )

( )

22 tan 1 tan tan

21 tan
2 21 tan 2 tan

21 tan

  



 



+ −

−

− −

−

=  

 

   
( )

( )

22 tan 1 tan tan 21 tan
2 2 21 tan 1 tan 2 tan

  


  

+ −
−=

− − −
  

   
32 tan tan tan

21 3 tan
  



+ −=
−

 
 

   
33 tan tan

21 3 tan
 



−

−
=        
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 15)  จาก 4A B C + + =  จะได้ 4A B C+ = −  

  จะได้  ( ) ( )4tan A B tan C+ = −  

  นั่นคือ  
tan tanCtanA tanB 4

1 tanA tanB 1 tan tanC4





−+
− +

=   

    tanA tanB 1 tanC
1 tanA tanB 1 tanC

+ −
− +=  

  ( )( ) ( )( )tanA tanB 1 tanC 1 tanC 1 tanA tanB+ + = − −  

tanA tanA tanC tanB tanBtanC 1 tanA tanB tanC tanA tanBtanC+ + + = − − +  
tanA tanB tanC 1 tanA tanB tanA tanC tanBtanC tanA tanBtanC+ + = − − − +  
 

2.  1)  จาก  22cos cos 0 + =  

  จะได้  ( )cos 2cos 1 0  + =  
  นั่นคือ  cos 0 =  หรือ 2cos 1 0 + =  

  จะได้   cos 0 =  หรือ 1
2cos = −  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ cos 0 =  คือ 2
  และ 3

2
  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2cos = − คือ 2

3
  และ 4

3
  

  ดังนั้น ค่าของ  ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 2
 , 2

3
 , 4

3
   

และ 3
2
           

 

 2)  จาก  22sin sin 1 0−  − =  
  จะได้   (2sin 1)(sin 1) 0+ − =   
  นั่นคือ  2sin 1 0 + =  หรือ sin 1 0 − =  

  จะได้   1
2sin = −  หรือ sin 1=  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin = −  คือ 7

6
  และ 11

6
  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ sin 1=  คือ 2
   

  ดังนั้น ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 2
 , 7

6
   

และ 11
6
           
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3)  จาก sin cos 2+ =    

 จะได้           ( ) ( )
22sin cos 2+ =   

  2 2sin 2sin cos cos 2+ + =     
                       1 2sin cos 2+ =   
          2sin cos 1=   
 นั่นคือ        sin2 1=   

 จะได้ 22  =     หรือ    5
22  =  

 นั่นคือ  4
 =   เมื่อ  )0,2   หรือ 5

4
 =   เมื่อ  )0,2    

 ตรวจคำตอบ 

  แทน  4
 =    ในสมการ sin cos 2+ =   

  จะได้       4 4sin cos 2 + =  

              1 1
2 2

2+ =  

              2 2=  เป็นจริง 

  แทน  5
4
 =    ในสมการ sin cos 2+ =   

  จะได้      5 5
4 4sin cos 2 + =  

             ( ) ( )1 1
2 2

2− + − =  

               2 2− =  เป็นเท็จ 

 ดังนั้น ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 4
     

 
4)  จาก tan sin tan 0  + =   

 จะได้    ( )tan sin 1 0  + =  
 นั่นคือ tan 0 =   หรือ sin 1 0+ =  
  จะได้   tan 0 =  หรือ sin 1= −  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ tan 0 =  คือ 0  และ   

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ sin 1= −  คือ 3
2
   

  แต่เนื่องจาก 3
2tan   ไม่นิยาม 
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  ดังนั้น ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 0  และ     

 5)  จาก  34sin sin 0 − =  

  จะได้ ( )2sin 4sin 1 0  − =  

  นั่นคือ sin 0 =   หรือ 24sin 1 0− =  

  จะได้   sin 0 =  หรือ 2 1
4sin  =  

   sin 0 =  หรือ 1
4sin =   

   sin 0 =  หรือ 1
2sin =  หรือ 1

2sin = −  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ sin 0 =  คือ 0  และ   

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 6

  และ 5
6
  

  และ ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin = −  คือ 7

6
  และ 11

6
  

  ดังนั้น ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 0 , 6
 , 5

6
 ,  , 

7
6
  และ 11

6
          

 
 6)  จาก  cot 2sin cosec  + =  

  จะได้  cos 1
sin sin2sin
 

+ =   เมื่อ sin 0  

                   2cos 2sin 1 + =  

                  ( )2cos 2 1 cos 1 + − =  

              2cos 2 2cos 1 + − =  
     22cos cos 1 0− −  =  
        ( )( )2cos 1 cos 1 0 + − =  
 นั่นคือ 2cos 1 0 + =   หรือ cos 1 0 − =  

  จะได้   1
2cos = −  หรือ cos 1=  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2cos = −  คือ 2

3
  และ 4

3
  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ cos 1=  คือ 0  
  แต่เนื่องจาก sin 0   

  ดังนั้น ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 2
3
  และ 4

3
   
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3.  1)  จาก  2sin sin 0 + =  

  จะได้  ( )sin sin 1 0  + =  
  นั่นคือ  sin 0 =  หรือ sin 1 0 + =  
  จะได้   sin 0 =  หรือ sin 1 = −  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin 0 =  คือ 0  และ 180  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin 1 = − คือ 270  

  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ  0 ,180 ,270     

2)  จาก 23 tan 1 0 − =  

  จะได้        2 1
3tan  =  

                     1
3tan =   

  นั่นคือ  1
3

tan =  หรือ 1
3

tan = −  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 1
3

tan =  คือ 30  และ 210  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 1
3

tan = − คือ 150  และ 330  

  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ  30 ,150 ,210 ,330    

 3)  จาก 2 24 tan 3sec 0 − =  

  จะได้ ( )2 24 tan 3 1 tan 0 − + =  

      2 24 tan 3 3 tan 0 − − =  
               2tan 3 0 − =  
           2tan 3 =  
             tan 3 =   
  นั่นคือ  tan 3 =  หรือ tan 3 = −  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ tan 3 =  คือ 60  และ 240  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ tan 3 = − คือ 120  และ 300  
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  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ  60 ,120 ,240 ,300    

 4)  จาก sin2 sin 0 + =  
  จะได้ 2sin cos sin 0  + =  

     ( )sin 2cos 1 0  + =   
  นั่นคือ  sin 0 =  หรือ 2cos 1 0 + =  

  จะได้   sin 0 =  หรือ 1
2cos = −  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin 0 =  คือ 0  และ 180  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ 1
2cos = − คือ 120 และ 240  

  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ  0 ,180 ,120 ,240    

 
 5)  จาก  sec cos tan  = −  

  จะได้  sin1
cos coscos 
 

= −   เมื่อ cos 0  

                21 cos sin = −  

                   ( )21 1 sin sin = − −  

                    2sin sin 1 1 + = −  
                    2sin sin 0 + =  
       ( )sin sin 1 0  + =  
  จะได้   sin 0 =  หรือ sin 1 0 + =  
  นั่นคือ sin 0 =  หรือ sin 1 = −  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin 0 =  คือ 0  และ 180  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin 1 = − คือ 270   

  แต่เนื่องจาก cos 0  

  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ  0 ,180      
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6)  จาก sin5 sin3 0 + =  

  จะได้ ( ) ( )5 3 5 32sin cos 02 2
   + − =  

                          2sin4 cos 0=   
  นั่นคือ sin4 0=  หรือ cos 0=  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ sin4 0=  คือ 0 ,45 , 90 ,135 , 

180 ,225 ,270 และ 315  

  ค่าของ   ในช่วง )0 ,360


 ท่ีทำให้ cos 0= คือ 90  และ 270   

  ดังนั้น เซตคำตอบของสมการนี้ คือ 

 0 ,45 ,90 ,135 ,180 ,225 ,270 315      

 

4.  1)  จาก 24sin 1 =   

  จะได้   2 1
4sin  =  

       1
4sin =     

  นั่นคือ 1
2sin =  หรือ 1

2sin = −  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin =  คือ 6

  และ 5
6
  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin = − คือ 7

6
  และ 11

6
  

  ดังนั้น ค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ n 6
−  และ n 6

+   

เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม        
 

 2)  จาก         22cos 5sin 1 0 + + =  

  จะได้ ( )22 1 sin 5sin 1 0 − + + =  

      22 2sin 5sin 1 0 − + + =  
           22sin 5sin 3 0−  − =  
       ( )( )2sin 1 sin 3 0+ − =  
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  นั่นคือ 2sin 1 0+ =  หรือ sin 3 0− =  

  จะได้ 1
2sin = −   หรือ sin 3=   

ไม่นิยามเนื่องจาก 1 sin 1−    

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ 1
2sin = − คือ 7

6
  และ 11

6
  

  ดังนั้น ค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 72n 6
+  และ 112n 6

+   

เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม        
 

 3)  จาก           2sec 2 tan 0 − =  

  จะได้ ( )21 tan 2 tan 0 + − =  

       2tan 2 tan 1 0 − + =  
            ( )( )tan 1 tan 1 0− − =   
  นั่นคือ tan 1 0− =   
  จะได้ tan 1=  

  ค่าของ   ในช่วง  )0,2  ท่ีทำให้ tan 1= คือ 4
  และ 5

4
  

  ดังนั้น ค่าท่ัวไปของ  ท่ีทำให้สมการเป็นจริง คือ 2n 4
+  และ 52n 4

+   

เมื่อ n เป็นจำนวนเต็ม        
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เกณฑ์การประเมินผลด้านความรู้ 
 

จุดประสงค์การเรียนรู้ 
ระดับคุณภาพ 

4 3 2 1 
1. พิสูจน์เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

สามารถทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
13 – 15 ข้อ 

สามารถทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
10 - 12 ข้อ 

สามารถทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
6 - 9 ข้อ 

สามารถทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
ต่ำกว่า 6 ข้อ หรือ 
มีร่องรอยของความ
พยายามในการทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 แต่ไม่ถูกต้อง
สมบูรณ ์

 
*** ถ้าผลการประเมินในรายการใดไม่ถึงเกณฑ์ระดับ 1 ให้กำหนดเป็น 0 
การแปลความหมาย 
ระดับ 4 หมายถึง มีระดับคุณภาพดีมาก 
ระดับ 3 หมายถึง มีระดับคุณภาพดี 
ระดับ 2 หมายถึง มีระดับคุณภาพพอใช้ 
ระดับ 1 หมายถึง มีระดับคุณภาพปรับปรุง 
 

การแปลผลการประเมินคุณภาพเป็นคะแนน 
คุณภาพ(x) คะแนนเต็ม 5 คะแนน 

3.2 x 4   5 

2.4 x 3.2   4 

1.6 x 2.4   3 

0.8 x 1.6   2 
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0 x 0.8   1 
0 0 

แบบบันทึกประเมินผลด้านความรู ้
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เลขที่ ชื่อ - นามสกุล 

จุดประสงค์การ
เรียนรู้/ระดับ

คุณภาพ ผลการ
ประเมิน 

คะแนน 1) 
(พิสูจน์) 

แบบฝึกหัดที่ 9 
ข้อ 1  

4 3 2 1   
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เกณฑ์การประเมินผลด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ 
 

จุดประสงค์การเรียนรู้ 
ระดับคุณภาพ 

4 3 2 1 
1) ใช้การแก้ปัญหาใน
การแก้สมการตรีโกณมิติ
ที่กำหนดให้ได้ 
 

สามารถแก้ปัญหา
โจทย์แบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3  
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 10 - 12 
ข้อ 

สามารถแก้ปัญหา
โจทย์แบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3  
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 9 - 11 ข้อ 

สามารถแก้ปัญหา
โจทย์แบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3  
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 6 - 8 ข้อ 

สามารถแก้ปัญหา
โจทย์แบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3  
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ต่ำกว่า 6
ข้อหรือมีร่องรอย
ของความพยายาม
ในการแก้ปัญหา
โจทย์แบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 2 - ข้อ 3 แต่ไม่
ถูกต้องสมบูรณ์ 

2) ใช้การสื่อสารและ
การสื่อความหมายทาง
คณิตศาสตร์นำเสนอการ
พิสูจน์เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

สามารถเขียนแสดง
การพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
13 – 15 ข้อ 

สามารถเขียนแสดง
การพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
10 – 12 ข้อ 

สามารถเขียนแสดง
การพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
6 – 9 ข้อ 

สามารถเขียนแสดง
การพิสูจน์เอกลักษณ์
ในแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ ต่ำกว่า 6 
ข้อ หรือมีร่องรอย
ของความพยายามใน
การเขียนแสดงการ
พิสูจน์เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 แต่ไม่ถูกต้อง
สมบูรณ์ 
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จุดประสงค์การเรียนรู้ 
ระดับคุณภาพ 

4 3 2 1 
3) ใช้เหตุผลในการ
พิสูจน์เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

สามารถใช้เหตุผล
ในการพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
13 – 15 ข้อ 

สามารถใช้เหตุผล
ในการพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
10 – 12 ข้อ 

สามารถใช้เหตุผล
ในการพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
6 – 9 ข้อ 

สามารถใช้เหตุผล
ในการพิสูจน์
เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 ได้อย่าง
ถูกต้องสมบูรณ์  
ต่ำกว่า 6 ข้อ หรือมี
ร่องรอยของความ
พยายามในการใช้
เหตุผลในการ
พิสูจน์เอกลักษณ์ใน
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
ข้อ 1 แต่ไม่ถูกต้อง
สมบูรณ ์

*** ถ้าผลการประเมินในรายการใดไม่ถึงเกณฑ์ระดับ 1 ให้กำหนดเป็น 0 
การแปลความหมาย 
ระดับ 4 หมายถึง มีระดับคุณภาพดีมาก 
ระดับ 3 หมายถึง มีระดับคุณภาพดี 
ระดับ 2 หมายถึง มีระดับคุณภาพพอใช้ 
ระดับ 1 หมายถึง มีระดับคุณภาพปรับปรุง 

การแปลผลการประเมินคุณภาพเป็นคะแนน 
คุณภาพ(x) คะแนนเต็ม 5 คะแนน 

3.2 x 4   5 

2.4 x 3.2   4 

1.6 x 2.4   3 

0.8 x 1.6   2 
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0 x 0.8   1 
0 0 

แบบบันทึกประเมินผลด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ 

เลขที ่ ชื่อ - นามสกุล 

จุดประสงค์การเรียนรู้/ระดับคุณภาพ 

ผลการ
ประเมิน 

คะแนน 
1) 

(การแก้ปัญหา) 
2) 

 (การใช้ภาษาฯ) 
3) 

(การให้เหตุผล) 
แบบฝึกหัดที่ 9 
ข้อ 2 - ข้อ 3 

แบบฝึกหัดที่ 9 
ข้อ 1 

แบบฝึกหัดที่ 9 
ข้อ 1 

3 2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0   
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เกณฑ์การประเมินผลด้านด้านคุณลักษณะอันพึงประสงค์ 

 

จุดประสงค์การเรียนรู้ 
ระดับคุณภาพ 

3 2 1 0 
1) ซื่อสัตย์สุจริต ทำแบบฝึกหัดที่ 9 

“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
โดยไม่คัดลอกจาก
ผู้อื่น และปฏิบัติตน
ตามข้อตกลงที่
กำหนดให้ 

ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
โดยคัดลอกจาก
ผู้อื่นเป็นบางส่วน
และปฏิบัติตนตาม
ข้อตกลงที่
กำหนดให้เป็นส่วน
ใหญ ่

ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
โดยคัดลอกจาก
ผู้อื่น เป็นส่วนใหญ่
และปฏิบัติตนตาม
ข้อตกลงที่
กำหนดให้ร่วมกัน
เป็นบางครั้งและ
ต้องอาศัยการ
แนะนำหรือ
ตักเตือน 

ไมท่ำแบบฝึกหัดที่ 
9 “เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 

2) มีวินัย แต่งกายเรียบร้อย แต่งกายเรียบร้อย
โดยส่วนใหญ่ 

แต่งกายเรียบร้อย
บางส่วนแก้ไขเมื่อ
ได้รับการตักเตือน 

แต่งกายไม่
เรียบร้อยหรือไม่
แก้ไขเมื่อได้รับการ
ตักเตือน 

3) ใฝ่เรียนรู้ การเข้าเรียนตรง
เวลา 

การเข้าเรียนสายไม่
เกิน 5 นาที 

การเข้าเรียนสาย
เกิน 5 นาทีแต่ไม่
เกิน 15 นาที 

การเข้าเรียนสาย
เกิน 15 นาที 

4) มุ่งมั่นในการทำงาน ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ครบทุกข้อและ
ถูกต้องสมบูรณ์ 

ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ครบทุกข้อและ
ถูกต้องเป็นส่วน
ใหญ ่

ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ครบทุกข้อและ
ถูกต้องเป็นบางส่วน 

ทำแบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ทุกข้อหรือครบทุก
ข้อแต่ไม่ถูกต้อง
หรือไม่ทำ
แบบฝึกหัดที่ 9 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ” 
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การแปลความหมาย 
ระดับ 3 หมายถึง มีระดับคุณภาพดีเย่ียม 
ระดับ 2 หมายถึง มีระดับคุณภาพดี 
ระดับ 1 หมายถึง มีระดับคุณภาพพอใช้ 
ระดับ 0 หมายถึง มีระดับคุณภาพปรับปรุง 
 

การแปลผลการประเมินคุณภาพเป็นคะแนน 
คุณภาพ(x) คะแนนเต็ม 5 คะแนน 

2.5 x 3.0   5 

2.0 x 2.5   4 

1.5 x 2.0   3 

1 x 1.5   2 

0 x 1   1 
0 0 
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แบบบันทึกประเมินผลด้านคุณลักษณะท่ีพึงประสงค์ 

เลขที ่ ชื่อ - นามสกุล 

จุดประสงค์การเรียนรู้/ระดับคุณภาพ 

ผลการ
ประเมิน 

คะแนน 

1 
(ซื่อสัตย์สุจริต) 

2 
 (มีวินัย) 

3 
(ใฝ่เรียนรู้) 

4 
(มุ่งมั่นในการ

ทำงาน) 
แบบฝึกหัดที่ 9 การแต่งกาย การเข้าเรียน แบบฝึกหัด 9 

3 2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 
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เกณฑ์การประเมินผลด้านสมรรถนะสำคัญของผู้เรียน 

 

จุดประสงค์การเรียนรู้ 
ระดับคุณภาพ 

3 2 1 0 
1) ใช้การสื่อสารในการ
นำเสนอพิสูจน์
เอกลักษณ์ของ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

สามารถแสดงวิธีทำ
ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 7 - 8 ข้อ  

สามารถแสดงวิธีทำ
ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 4 - 6 ข้อ 

สามารถแสดงวิธีทำ
ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 1 - 3 ข้อ 

มีร่องรอยของความ 
พยายามแสดงวิธี
ทำในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
แต่ไม่ถูกต้อง
สมบูรณ ์

2) ใช้การคิดใน
แก้ปัญหาการแก้สมการ
ตรีโกณมิติที่กำหนดให้
ได้ 

สามารถใช้การคิด
ในการแก้ปัญหา
โจทย์ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 7 - 8 ข้อ 

สามารถใช้การคิด
ในการแก้ปัญหา
โจทย์ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 4 - 6 ข้อ 

สามารถใช้การคิด
ในการแก้ปัญหา
โจทย์ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
ได้อย่างถูกต้อง
สมบูรณ์ 1 - 3 ข้อ 

มีร่องรอยของความ 
พยายามใช้การคิด
ในการแก้ปัญหา
โจทย์ในใบงาน 
“เอกลักษณ์และ
สมการตรีโกณมิติ”
แต่ไม่ถูกต้อง
สมบูรณ ์

3) ใช้ทักษะชีวิตในการ
ทำกิจกรรมกลุ่มร่วมกับ
สมาชิกได้ 

มีส่วนร่วมในการทำ
กิจกรรมกลุ่มในชั้น
เรียน แสดงความ
คิดเห็นภายในกลุ่ม 
ช่วยเหลือสมาชิกใน
กลุ่มทุกครัง้ 

มีส่วนร่วมในการทำ
กิจกรรมกลุ่มในชั้น
เรียน แสดงความ
คิดเห็นภายในกลุ่ม 
ช่วยเหลือสมาชิก
เป็นส่วนใหญ่ 

มีส่วนร่วมในการทำ
กิจกรรมกลุ่มในชั้น
เรียน แสดงความ
คิดเห็นภายในกลุ่ม 
ช่วยเหลือสมาชิกใน
กลุ่มบางครั้งแก้ไข
เมื่อได้คำแนะนำ 

ไมม่ีส่วนร่วมในการ
ทำกิจกรรมกลุ่มใน
ชั้นเรียน ไมแ่สดง
ความคิดเห็นภายใน
กลุ่มหรือช่วยเหลือ
สมาชิกในกลุ่ม 

 
การแปลความหมาย 
ระดับ 3 หมายถึง มีระดับคุณภาพดีเย่ียม 
ระดับ 2 หมายถึง มีระดับคุณภาพดี 
ระดับ 1 หมายถึง มีระดับคุณภาพพอใช้ 
ระดับ 0 หมายถึง มีระดับคุณภาพปรับปรุง 
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การแปลผลการประเมินคุณภาพเป็นคะแนน 
คุณภาพ(x) คะแนนเต็ม 5 คะแนน 

2.5 x 3.0   5 

2.0 x 2.5   4 

1.5 x 2.0   3 

1 x 1.5   2 

0 x 1   1 
0 0 
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 แบบบันทึกประเมินผลด้านสมรรถนะสำคัญของผู้เรียน 

เลขที่ ชื่อ - นามสกุล 

จุดประสงค์การเรียนรู้/ระดับคุณภาพ 

ผลการ
ประเมิน 

คะแนน 
1) 

(การสื่อสาร) 
2) 

 (การคิด) 
3) 

(ทักษะชีวิต) 
ใบงาน  

(เอกลักษณ์) 
ใบงาน  

(เอกลักษณ์) 
การกิจกรรมกลุ่ม 

3 2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0   
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แบบบันทึกสรุปคะแนนแผนการจัดการเรียนรู้ท่ี 11 

เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ 

เลขที่ ชื่อ - นามสกุล 

จุดประสงค์การเรียนรู้ คะแนนรวม 
คะแนน
น้ำหนัก 

1 
ด้านความรู ้

2  
ด้านทักษะฯ 

3 
ด้านคุณลักษณะฯ 

4 
ด้านสมรรถนะฯ 

20 5 

5 5 5 5   
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